INTRODUCCION A LAS ESPIRALES

Las fuentes de donde procede la informacion que se expone a continuacion son
diversas, la mayor parte de los documentos tienen su origen en la wikipedia, los enlaces
se han conservado, asi que es posible llegar al origen.

Sobre la espiral de Arquimedes...

La ruleta de Arquimedes (también espiral aritmética), obtuvo su nombre del
matematico siciliano Arquimedes, quien vivid en el siglo III antes de Cristo. Se define
como el lugar geométrico de un punto moviéndose a velocidad constante sobre una
recta que gira sobre un punto de origen fijo a Velocidad Angular constante.

*la recta se mantiene en un plano.

En coordenadas polares (r, 0) la espiral de Arquimedes puede ser descrita por la
ecuacion siguiente:

r=a-+ bf

siendo a y b nimeros reales. Cuando el pardmetro a cambia, la espiral gira, mientras
que b controla la distancia en giros sucesivos.

Arquimedes describi6 esta espiral en su libro De las Espirales.

Esta curva se distingue de la espiral logaritmica por el hecho de que vueltas sucesivas
de la misma tienen distancias de separacion constantes (iguales a 2zb si 0 es medido en
radianes), mientras que en una espiral logaritmica la separacion esta dada por una
progresion geométrica.

Hay que notar que la espiral de Arquimedes tiene dos brazos, uno para 6 > 0 y otro para
0 <0. Los dos brazos estan discretamente conectados en el origen y s6lo se muestra uno
de ellos en la grafica. Tomando la imagen reflejada en el eje Y produciremos el otro
brazo.

A veces, el término es usado para un grupo mas general de espirales.

r=a-+ boY= .

La espiral normal ocurre cuando x = 1. Otras espirales que caen dentro del grupo
incluyen la espiral hiperbdlica, la espiral de Fermat, y el Lituus. Virtualmente todas las
espirales estaticas que aparecen en la naturaleza son espirales logaritmicas, no de
Arquimedes. Muchas espirales dindmicas (como la espiral de Parker del viento solar, o
el patron producido por una rueda de Catherine) son del grupo de Arquimedes.
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Mechanism of a scroll pump

La espiral de Arquimedes tiene una plétora de aplicaciones en el mundo real. Muelles
de compresion, hechos de dos espirales de Arquimedes del mismo tamafio intercaladas,
son usadas para comprimir liquidos y gases.

Los surcos de las primeras grabaciones para gramofonos (Disco de vinilo) forman una
espiral de Arquimedes, haciendo los surcos igualmente espaciados y maximizando el
tiempo de grabacion que podria acomodarse dentro de la grabacion (aunque esto fue
cambiado posteriormente para incrementar la cantidad del sonido).

Pedirle a un paciente que dibuje una espiral de Arquimedes es una manera de cuantificar
el temblor humano, esta informacion ayuda en el diagnostico de enfermedades
neurologicas. Estas espirales son también usadas en sistemas DLP de proyeccion para
minimizar el Efecto de Arco iris, que hace que parezca que se proyectan varios colores
al mismo tiempo, cuando en realidad se proyectan ciclos de rojo, verde y azul
rapidamente.

Un método para la Cuadratura del Circulo, relajando las limitaciones estrictas en el uso
de una regla y un compas en las pruebas geométricas de la Grecia antigua, hace uso de
la Espiral de Arquimedes. También existe un método para trisecar angulos basados en el
uso de esta espiral.

Espiral de Fermat
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Espiral de Fermat.

La espiral de Fermat, denominada asi en honor de Pierre de Fermat y también
conocida como espiral parabdlica, es una curva que responde a la siguiente ecuacion:

— 9].,:"‘2

Es un caso particular de la espiral de Arquimedes.
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Espiral hiperbdlica
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Una espiral hiperbolica es una Curva Plana trascendental, también conocida como
espiral reciproca. Se define por la ecuacion polar 76 = a, y es la inversa de la Espiral
de Arquimedes.
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Hyperbolic spiral for a=2

Comienza en una distancia infinita del polo central (para 6 comenzando desde cero,

r = a/0 comienza desde el infinito), y se enrolla cada vez mas rapidamente mientras se
aproxima al polo central, la distancia de cualquier punto al polo, siguiendo la curva, es
infinito. Aplicando la transformacion desde el sistema de coordenadas polares:

T =rcosf, y = rsinf,

conduce a la siguiente representacion paramétrica en Coordenadas cartesianas:

cost sint
€r=a—"", Yy=0a——,
t t

donde el Parametro ¢ es un equivalente de 0 en las coordenadas polares.

La espiral tiene una asintota en y = a: cuando ¢ se aproxima a cero, la ordenada se
aproxima hacia a, mientras que la abscisa crece hasta el infinito:
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La espiral de Arquimedes

La espiral mas simple la podemos encontrar al mirar una cuerda enrollada sobre si misma. Es muy facil reconocerla: la anchura de sus
espiras es siempre la misma. Por eso se la conoce con el nombre de espiral uniforme.

La naturaleza no es muy prodiga a la hora de mostrarnos este tipo de espiral, aunque la podemos reconocer en esta serpiente enrollada
o en la trompa de una mariposa. No es extrafio esta extrafia lengua se llame espiritrompa.

El hecho de que sea la espiral mas sencilla de construir hace que aparezca como motivo ornamental desde las épocas mas remotas. La
encontramos ya en tumulos mortuorios de la edad del bronce y en vasijas griegas y etruscas....

La encontramos, en la ceramica popular, como motivo decorativo de muchos platos. Esto no es tan extrafio si pensamos la extrema
facilidad con la que se puede dibujar sobre el torno del alfarero. Basta con ir desplazando el pincel en una direccién determinada, desde
el centro hacia el borde, con una velocidad constante.

Se la conoce entre los matematicos como Espiral de
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ji Eureka !!. jj Dadme un punto de apoyo y moveré el mundo !!. Su famoso principio sobre los cuerpos sumergidos en un liquido:
"Todo cuerpo sumergido en un fluido experimenta un empuje hacia arriba igual al peso del fluido desalojado”.

Son frases de Arquimedes y decididamente sus frases han pasado a la historia.

La historia de su muerte a manos de un soldado romano en la toma de su ciudad natal, Siracusa, por la flota de Marcelo y la frase que
calmadamente le dirigi¢ justo antes de ser atravesado por su espada mientras dibujaba en la arena. ; Quizads una de sus espirales?, "no
molestes a mis circulos” hacen de Arquimedes uno de los sabios méas populares de la historia.

Arquimedes se intereso6 por esta espiral al intentar resolver un problema clasico: la triseccion de un angulo, utilizando solamente regla y
compas. . Aunque hoy sabemos que es un problema irresoluble utilizando sélo una regla y un compas, Arquimedes encontré una forma
de dividir un angulo en tres partes iguales utilizando la espiral uniforme.

Basta hacer coincidir el vértice del angulo con el origen de la espiral, dividir el segmento que va desde el origen
al punto de corte de la espiral con el segundo lado del angulo en tres partes iguales y trazar por esos puntos
arcos de circunferencia hasta que corten a la espiral.

Si unimos el origen con esos puntos de corte tendremos los tres angulos que dividen al original en tres partes
iguales. Por desgracia para las matematicas la espiral uniforme no se puede dibujar con regla y compas.

Menos conocidos, pero mas sorprendentes para los matematicos, son sus resultados sobre la espiral uniforme,
recogidos en su libro "Sobre las espirales”, en el que entre sus 28 proposiciones varias se refieren a las areas de las espirales.
Resultados tan complejos como estos:

"El drea barrida por el radio de la espiral en su primera revolucion es la tercera parte del drea del circulo cuyo radio es el radio
final de esta revolucion...”

"El drea barrida por el radio en la segunda vuelta es 6 veces el drea de la primera vuelta”.
"El drea barrida en la segunda revolucién esta en razén 7/12 con el circulo cuyo radio es la posicion final del radio vector”
Arquimedes va mucho mas alld y demuestra que las areas de los sucesivos anillos vienen dadas por esta formula

R iy
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donde Rn es el area barrida en la vuelta n.



Nos reconforta pensar que al igual que cada barco que cruza los mares rinde un homenaje a Arquimedes el fisico por su principio, que
cada vez que utilizamos una barra rigida para levantar un gran peso le damos las gracias por sus leyes de la palanca, cada vez que un
nifio hace un rollo de plastelina y lo envuelve sobre si mismo y lo hace girar esta realizando un sencillo pero a la vez hermoso homenaje
a Arquimedes el matematico.

Espirales en la historia de las Matematicas

"Habia mas imaginacién en la cabeza de Arquimedes que en la de Homero"

Voltaire

Uno de los objetivos fundamentales de las Matematicas a lo largo de la historia ha sido y continta siendo interpretar el mundo que nos
rodea. Decia Galileo:

" El Universo es un libro escrito en el lenguaje de las matematicas, siendo sus caracteres triangulos, circulos y otras figuras
geomeétricas, sin las cuales es humanamente imposible comprender una sola palabra; sin ellos sélo se conseguira vagar por un oscuro
laberinto"

Mucho antes de que Galileo Galilei expresara de manera tan rotunda una de las funciones de las matematicas, muchos sabios se
habian puesto a la tarea de explicar los fenémenos naturales bajo la luz de la razén, con la poderosa herramienta de las matematicas.

Y ante las innumerables manifestaciones naturales de las espirales, tanto de caracter organico como mecanico, estas curvas no podia
dejar de llamar la atencion de los matematicos y ser objeto de su investigacién. Sin embargo, como su propia forma sugiere son curvas
esquivas. No son curvas geométricas estaticas como la circunferencia, las coénicas o las lunulas. Para construirlas se necesitan recursos
mecanicos, algo que crece 0 que se mueve.

Pero, ¢ qué es una espiral? La definiciéon "matematica” seria esta:

"son curvas planas que comienzan en un punto y cuya curvatura va disminuyendo progresivamente a medida que aumenta su radio de
curvatura.”

Si esta definicion la ampliamos al espacio obtendremos unas curvas espaciales parientes de las espirales, las hélices cénicas.

La forma en se produzca ese cambio de curvatura y ese incremento del radio de curvatura nos colocara ante diferentes tipos de
espirales. En el fondo dos son los parametros que van a definir una espiral su radio en cada punto, la distancia al origen, y el angulo
girado hasta llegar a ese punto.

La historia de las espirales dentro del mundo matematico ha sido, paraddjicamente una historia a saltos.

La espiral uniforme o de Arquimedes

El primer paso de su estudio se remonta al siglo Ill a. de C. y su protagonista es el genial Arquimedes. Con métodos que se adelantan
en varios milenios a sus contemporaneos realiza el primer estudio intensivo sobre la espiral mas simple: la espiral uniforme.

La dificultad de construirla de manera exacta, junto al hecho de no poder construirse con regla y compas hizo que los sabios griegos no
le dedicasen toda la atencion que se merecen. Aunque como en todo hay sus excepciones. Estas excepciones las constituyen Conén
de Samos y sobre todo Arquimedes de Siracusa (287-212 a. C.)

Sin duda, al menos desde un punto de vista matematico, la mas
simple es aquella en que el radio varia de forma proporcional al
angulo girado. Y a esta es a la que dedico su atencion Arquimedes,
a la espiral uniforme, que desde entonces lleva su nombre. La
espiral arquimediana.

De Arquimedes se conocen dos libros sobre la geometria plana,
uno dedicado a la circunferencia, De la medida del circulo, donde
nos proporciona el salto a la fama del numero pi y una de sus
aproximaciones mas usadas hasta nuestro dias; y otro dedicado a
la espiral uniforme, De las espirales. Un libro complicado y de
lectura dificil, donde Arquimedes hace un profundo estudio
exhaustivo de la espiral uniforme.

En él demuestra las propiedades de las areas de las diferentes
espiras, utiliza la espiral para calcular la longitud de un arco de
circunferencia, para cuadrar el circulo y para dividir un angulo en
tres partes iguales. Una curva que le permitié atacar dos de los tres
problemas clasicos: la cuadratura del circulo y la triseccion del




angulo. Por desgracia para Arquimedes, los griegos exigian la resolucién utilizando sélo regla y compas... y su curva, la espiral uniforme
no se puede construir sélo con esos instrumentos.

Las espirales de Durero

Hay que esperar mas
de 18 siglos para que,
esta vez un artista con
grandes dotes
matematicas, Alberto
Durero, en 1525, nos
proporcione los
métodos para dibujar
otro tipo mas complejo
de espirales, las
espirales basadas en
el crecimiento
gndémico, es decir, las
que se obtienen la
encajar de forma

recurrente, figuras
geométricas

semejantes y unir sus
vértices. especial

atencion le van a
merecer las espirales
relacionadas con la
sucesion de Fibonacci
y con el numero
aureo.

A pesar de su gran
amor por las matematicas, como muestra en su cuadro Melancolia, plagado de metaforas matematicas, Durero es fundamentalmente un
pintor. Por eso su obra Instruccion sobre la medida con regla y compas de figuras planas, no realiza un estudio tedrico de las espirales y
se limita a dar preceptos para su construccion.

La influencia del mudo helénico, de la que Durero esta impregando, le impone una nueva restriccion: la utilizaciéon exclusiva de la regla y
el compas. Por ello, se va a limitar a investigar la representacion aproximada de la espiral no uniforme mediante arcos de
circunferencias.

La espiral logaritmica o de Bernouilli

Pero es mas de un siglo mas tarde, con la apariciéon y el desarrollo del célculo diferencial e integral de Newton y Leibniz, cuando el
estudio de las curvas va a alcanzar su momento de gloria. Y dentro de estas curvas una muy especial y al mismo tiempo muy habitual
en la naturaleza: la espiral equiangular, logaritmica o geométrica.

Aunque Descartes y Torricelli habian iniciado su estudio, les faltaba la potente herramienta del calculo para poder rematarlo. Este honor
la va corresponder a Jacob Bernouiilli en los albores del siglo XVIII.

René Descartes(1596-1648), un afio después de la publicacion de La Géométrie, se va encontrar con la curva mecanica que responde
al problema planteado por Galileo sobre la trayectoria de caida de un
cuerpo a través de una tierra en rotacion. Esta trayectoria le llevo a
Descartes hasta la espiral equiangular o logaritmica.

bE

Su ecuacion es de la forma F=as donde a y b son constantes
y e es el niUmero e = 2, 71828182..., r el radio de posicién de un punto
y theta el angulo girado.

Es decir, el radio de posicion en un punto no depende de forma lineal,
uniformemente, del angulo girado. Su dependencia es exponencial.
Segun vayamos girando alrededor del origen la curva se va ir alejando
del origen de forma cada vez mas rapida.

Fue Torricelli, utilizando métodos semejantes a Arquimedes, quien
primero logré calcular su longitud.
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Pero, sin duda, al matematico al que cautivo el estudio de esta espiral fue a Jacob Bernouilli (1654-1705) , que la bautizé con el nombre
de Spira Mirabilis, espiral maravillosa, titulo de su obra dedicada a esta espiral.

Espiral logaritmica

De Wikipedia, la enciclopedia libre
Saltar a navegacion, busqueda

Corte de la concha de un nautilus donde se aprecian las camaras formando
aproximadamente una espiral logaritmica.

Una borrasca sobre Islandia. El patron que sigue es aproximadamente el de una espiral
logaritmica.

Una espiral logaritmica, espiral equiangular o espiral de crecimiento es una clase de
curva espiral que aparece frecuentemente en la naturaleza. Fue descrita por primera vez
por Descartes y posteriormente investigada por Jakob Bernoulli, quien la llamé Spira
mirabilis, "la espiral maravillosa", y quiso una grabada en su lapida. Por desgracia, se
grabo en su lugar una espiral de Arquimedes.
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En coordenadas polares (7, 0) la curva puede escribirse como

— Y — ,
r=ab’o 8 =log,(r/ '51'}, de aqui el nombre "logaritmica"
y en forma paramétrica como

x(6) = ab’ cos(h)
y(#) = ab” sin(h)
con numeros reales positivos @ y b. a es un factor de escala que determina el tamafio de

la espiral, mientras b controla cuan fuerte y en que direccion estd enrollada. Para b >1 la
espiral se expande con un incremento 0, y para b <1 se contrae.

En términos de geometria diferencial la espiral puede definirse como una curva ¢(?) con
un angulo constante a entre el radio y el vector tangente

(ct),c'(t) _
le@lllle @)l

Si o= 0 la espiral logaritmica degenera en una linea recta. Si o =+ 7 /2 la espiral
logaritmica degenera en un circulo.
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Espiral construida utilizando rectangulos con la proporcion aurea. Resulta una
aproximacion a la espiral logaritmica.

La espiral logaritmica se distingue de la espiral de Arquimedes por el hecho de que las
distancias entre su brazos se incrementan en progresion geomeétrica, mientras que en una
espiral de Arquimedes estas distancias son constantes.

Cualquier linea recta al origen cortara a la espiral logaritmica en el mismo angulo a, que
puede calcularse (en radianes) como arctan(1/In(d)). El grado de la espiral es el angulo
(constante) que la espiral hace con circunferencias centradas en el origen. Puede
calcularse como arctan(In(b)). Una espiral logaritmica de grado 0 (b = 1) es un circulo;
el caso limite es una espiral logaritmica de grado 90 (b =0 or b = o) es una linea recta
desde el origen.

Comenzando en un punto P y moviéndose hacia dentro a lo largo de la espiral, hay que
rodear el origen infinitas veces antes de alcanzarlo; sin embargo, la distancia total de
este camino es finita. El primero en darse cuenta de esto fue Torricelli incluso antes de
que se invertara el calculo. La distancia total cubierta es 7/cos(a), donde 7 es la distancia
en linea recta desde P al origen.

Se pueden construir espirales logaritmicas de grado 17,03239 utilizando los numeros de
Fibonacci o la proporcion aurea.

Espirales logaritmicas en la naturaleza |editar]

El halcon se aproxima a su presa segun una espiral logaritmica: su mejor vision esta en
angulo con su direccidon de vuelo; este angulo es el mismo del grado de la espiral.

Los insectos se aproximan a la luz segun una espiral logaritmica porque acostumbran a
volar con un angulo constante a la fuente luminosa. Normalmente el Sol es la inica
fuente de luz y volar de esta forma consiste practicamente en seguir una linea recta.
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Los brazos de las galaxias espirales son aproximadamente espirales logaritmicas.
Nuestra propia galaxia, la Via Lactea, se cree que tiene cuatro brazos espirales mayores,
cada uno de los cuales es una espiral logaritmica de unos 12 grados.

Los brazos de los ciclones tropicales, como los huracanes, también forman espirales
logaritmicas.

En biologia son frecuentes las estructuras aproximadamente iguales a la espiral
logaritmica. Por ejemplo, las telas de arafia y las conchas de molusco. La razon es la
siguiente: comienza con una figura irregular Fy. Aumenta £ en un cierto factor para
obtener F, y pon F junto a Fy, de forma que se toquen dos lados. Ahora aumenta F, en
el mismo factor para obtener F>, y ponlo junto a F; como antes. Repitiendo este proceso
se produce aproximadamente una espiral logaritmica cuyo grado esta determinado por
el factor de expansion y el angulo con que las figuras son puesta una al lado de otra.

En mecanica de suelos, la superficie de falla es el lugar geométrico de los puntos en
donde el suelo “se rompe” y permite un deslizamiento, al estar sometido a una cierta
carga mayor a la que puede soportar. Estas superficies de falla, en muchos casos son
iguales o aproximables a una espiral logaritmica.

function dibujaEspiralArquimedes (a) {

init () ;

for (i=0;i<=10*Math.PI; 1 += diferencial) {
r = a* (i)

x = r*Math.cos (1) ;

y = r*Math.sin (i) ;
dibujaPunto(x,vy,"");
}

}

v velocidad del punto en la linea.
W velocidad angular de la linea sobre la que se apoya.

r =Y



http://es.wikipedia.org/wiki/Molusco
http://es.wikipedia.org/wiki/Ara?a
http://es.wikipedia.org/wiki/Biolog?a
http://es.wikipedia.org/wiki/Cicl?n_tropical
http://es.wikipedia.org/wiki/V?a_L?ctea
http://es.wikipedia.org/wiki/Galaxia_espiral

Dice ARQUIMEDES ....... "Si una linea recta que permanece fija en un
extremo, se le hace girar en el plano con velocidad cte, hasta hacerla volver de
nuevo a la posicion de la que ha partido, y junto con la recta que gira, se
mueve un punto sobre la recta con velocidad cte comenzando por el extremo
fijo, el punto describe en el plano una espiral".........

Un ejemplo de esta espiral lo encontramos al enrollar una cuerda sobre si
misma o también en la espiritrompa de una mariposa. Como es muy sencilla
de construir aparece mucho en la cerdmica popular.

Fue Arquimedes, fisico y matematico griego, quien fascinado por su belleza
realiz6 un estudio profundo sobre las propiedades de esta curva, en el siglo III
antes de C. en un escrito titulado " de las espirales".

La caracteristica de la espiral de Arquimedes es que entre dos espiras, la

distancia es la misma, la expansion y la rotacion tienen lugar a la misma
velocidad, el vinculo entre ellas es lineal.

Su ecuacidn expresada en coordenadas polares es ------- >r=af

Algunos ejemplos de espirales uniformes, los encontramos en el arte barroco y
en los capiteles jonicos...


http://www.mat.usach.cl/histmat/html/arch.html

Hay una propiedad interesante que observo Arquimedes y que dice lo
siguiente:

"El area de la espiral en su primera vuelta es igual a la tercera parte del
area del circulo que la envuelve"



CONSTRUCCION DE ESPIRALES DE 2,3 Y 4
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Si queremos ver distintas presentaciones de esta espiral, hay una pagina web
muy interesante, que permite cambiar los parametros de la misma, y observar
las distintas espirales resultantes, estd realizado en Java; pulsando aqui se
vera....

La ecuacion genérica de la espiral de Arquimedes en coordenadas polares es:
r=ab

Dibuja la curva.

En la pagina http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Curves/Curves.html
encontraras todo sobre las curvas.

http://personal-de-jall.webcindario.com/math/curvas_espiral arquimedes.php

Espiral de Cornu (clotoide)
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« Curva que describe un movil a velocidad costante cuando la curvatura de su
trayectoria varia linealmente. Por ello se la utiliza para el trazado de vias de
comunicacion.

«  Curvas en la historia, pp.127, 250.

« La recherche: Turner, vite et bien.

Clotoide
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Espiral de Cornu o clotoide (x,y)=(C(?), S(¢)). La espiral converge al centro de los dos
remolinos extremos de la imagen, a medida que ¢ tiende a més infinito y menos infinito.

La clotoide, también denominada radioide de arcos o espiral de Cornu en honor de
Marie Alfred Cornu, es una curva tangente al eje de las abcisas en el origen y cuyo
radio de curvatura disminuye de manera inversamente proporcional a la distancia
recorrida sobre ella. Es por ello que en el punto origen de la curva, el radio es infinito.

La expresion matematica usual es:
p-s=C
siendo

p el radio de curvatura

s el desarrollo o arco
C la constante de la espiral
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Parametrizacion [editar]

La espiral de Cornu, también conocida como clotoide, es la curva cuyas ecuaciones
paramétricas vienen dadas por S(¢) y C(¢). Puesto que:

C'(t)* + S'(t)* = sin®(t%) + cos’(t?) = 1
en esta parametrizacion el vector tangente tiene longitud unitdad y # es la longitud de

arco medida a partir de (0,0) (e incluyendo signo), de lo que se deduce que la curva
tiene longitud infinita.

La web del Ministerio de Educacion, Politica Social y Deportes dedicada a la formacion
expone gran cantidad de informacion relativa a las espirales , entre la que destaca:
http://www.formacion.pntic.mec.es/web_espiral/

La revista SIGMA en su numero 21 hace un andlisis de la construccion de espirales con
Cabri.
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